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HOJA 2: ESPACIOS VECTORIALES

Espacios, Subespacios Vectorialesy Dependencia Lineal

1) Enel conjunto R? se definen |as siguientes operaciones
(a;,a;)+ (by,by) = (a; + by ,a; + by) ax (a;,a;)=(ax*ay,0)

¢Es R? un espacio vectorial sobre R respecto de |as citadas operaciones?

2) ¢Cuales de los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales?

a S={(x,y,2) ER?;y=0} by S={(xy,2)€R¥;x+y+z=0}
) S={(x,y,2)€ER%;x+z=1} d S={(x,v,2)€ER*;x+2z=0}

e S={(x,y,2) €ER*;x+2z<0} f) S={(xy,2)€R};xy=01}

g9) S={(a,b,1); a,b € R} hy S$={(a,b,0);ab€eR}

i) S={(a,b,c)ER®*;3a=a+b+c} ) S={pkx)€P;R); p(xX)=x>+ax+b, ab€R}
k) S= {p(x) €P;(R);3p(0) =p(1)} 1) S= {p(x) €P;(R); p(x) =ax®+b, a,b€R}

3) Estudie si los siguientes conjuntos de vectores de R? son lineal mente independientes:

a{(1,0,0),(110),(111)} b){ (0,1,0),(0,0,1),(0,1,1)}
0{(10,-1),(1,1,0),(0,-1,1),(0,1,1D)} d{(101), (201}
e{(0,1,0),(1,1,-1),(-1,0,1)} f){ (2.0,0),(0,20),(0,0,0)}
9{(001),(010),(111)} {1032 (a10),(a01)} aecR

4) ¢Paraquévaores dea €l conjunto {(8 il 8) (g (11 2) (8 i g)} es linealmente dependiente?

5) Determine s los vectores de los siguientes conjuntos son linealmente dependientes. En caso afirmativo,
determine una relacion de dependenciay un subconjunto con un nimero maximo de vectores|.i.

a {(1,2,3),(1,3,2,(0,-1,1)}
b) {(1,0,1,0),(21,3,1),(0,1,1,1), (2,24, 2)}
c) {(1,34),(4,0,1), (31,2}

6) Averigle s los vectores a = (1, -1, 0) y b = (2, -3, 1) pertenecen al espacio vectorial generado por €l
conjunto de vectores{v;= (2,5, 1), v,= (3,4, 1), v3=(5, 9, 2)}.

7) Demuestre que los conjuntos A ={(1, 0, -1), (1, 1,0), (0, 1, )} yB ={(2, 1, -1), (1, 2, 1)} de vectores de
R3 generan el mismo subespacio vectorial de R? . Demuestre que € conjunto C = {(2, 1, 1), (1, -1, 0)} no
genera dicho subespacio.

8) En R* seconsiderael subespacio generado por los dos vectores (2, 3, 1, -5), (0, 2, —1, 3). Determine el valor
delosescaares p y q paralosqueel vector (2, p, 3, —q) pertenece al citado subespacio.
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Base de un espacio vectorial

9) Halle unabase del espacio vectorial generado por el siguiente conjunto de vectores
{vi=(3,2,0,5),v2=(-1,0,3,-4),v3= (2,2, 3,1),v,= (0, 2, -9, 17)}.

10) ¢Paraqué valoresdel nimero real a esbasede %> e conjunto {(a, 1, 0), (1, & 1), (0, 1, @)} ?
Halle las coordenadas del vector (-1, 1, 3) respecto del citado conjunto de vectores para a= 2.

11) EnR* seconsideranlosvectores(1+a, 1,1, 1), (1,1+4a 1,1),(1,1,1+a 1) y (1,1, 1, 1 + a). Determine
seguin los valores del pardmetro ala dimension y una base del subespacio vectorial que generan.

12) Demuestre que los vectores {(1,0,0,0), (1,-1,0,0), (1,-2,1,0), (1,-3,3,-1)} forman una base del espacio
vectorial R* . Obtenga las coordenadas del vector (2,-3,1,2) respecto de la base anterior.

13) En R® se considera @ conjunto {(1,0,0), (3,1,0), (9,6,1)}. Pruebe que es base de R® y cacule las
coordenadas del vector (a,b,c) respecto de dicha base.

14) Estudie si & conjunto de soluciones de cada uno de los siguientes sistemas es un subespacio vectorial de R*

. . i x1+x2=0} {X1+XZ=1}

y en caso afirmativo obtengaunabase: ) { X3+ %, = 0 b) X3 4%y = 1

x+2y—=3t+w=0

x+2y+z—4t—-w=0
y+z—-2t—-w=0
x+z—2t—-3w=0

un sistema de generadores, una base y la dimension del citado subespacio

15) Dado €l subespacio vectorial de R® de las soluciones del sistema: , obtenga

16) En R3 seconsideran S;={(X,y,2)/x=-2} y S,={(X,y,2)/x=z-Yy}.
a) Pruebeque S,y S, son subespaciosde R3 .
b) Encuentre unabase B, de S,. Calcule las coordenadas del vector (X, Y, z) € S; respecto de B;.
¢) PruebequeB,={(0, 1, 1), (-1, 1, 0)} esbasede S,.
Encuentre las coordenadas de (-2, 1, —1) € S, respecto de B..

17) Halle unabasey ladimension del subespacio vectorial M definido de la siguiente forma:

M=M = {(ai—:jfc a-l-ng_+b5c) ;@b ER}

18) En R? se consideran los vectores {u = (1,1,1), v=(2,3,2), w=(a®*-8,-1,1), m=(a,4,3)} .,y
€l subespacio S, , generado por {u, v, w}.

a) Estudie, seguin losvaloresde a , loscasosenlosquem € S, .
b) Paralos diferentes valores de a obtenidos, halle unabase de S,,.

¢) Para cada caso en que m € S,, calcule las coordenadas de m respecto de la base obtenida en el
apartado anterior.
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Suma e inter seccién de subespacios

19) Sean Sy T subespacios vectoridlesde R* definidos por
S=1L({(1,0,1,1),(1,-1,-1,0),(0,1,2,1)}) , T={(X, ¥,z 1) | x—-z—-t=0, y+z=0}

Obtenga una base de los subespacios S+ T y S T. Escriba las ecuaciones paramétricas e implicitas para
los subespaci os citados anteriormente.

20) En R* seconsideran los subconjuntos:
S={(x\y,zt) I x-y+z-t =0} y T ={(X,y,z,t) / x=2b, y=atb, z=b, t=a, &, b € R}
a) Pruebe que Sy T son subespacios vectorialesde R*.
b) Obtengalas ecuacionesimplicitasy paramétricasde Sy T.
c¢) Cacule SNTy S+T.

21) Sean Sy T subespacios vectorialesde R* definidos por
S=L¢{(11-12, (1,0,1,1),(2,1,,3)}) , T=L({(1,0,1,12), (1,0,-1,1),(3,0, -4, 3)})
a) Obtengalasecuacionesimplicitasde S+ T.
b) Obtenga unabase del subespacio SN T.
¢) Calcule unsuplementariode T en R*.

ab c d

j/c,d,ee R}.

22) Se consideran los subespacios de My,»(R): V= {( ) labeR}yV,= {(

-b a e -C

Halle unabase de los espacios V4, Vo, Vi+ Vo, ViN Vo

23) Sean U y W los subespacios vectoriales de R* definidos por
U={(x,y,2eR*/z=0} ,W=L{(0,1,1),(20,1), (21 2)}.
Obtenga una base y la dimensién de los subespaciosU, W, U "Wy U + W,

24) Sean Sy T los subespacios vectoriales de R* definidos por
S={(X,y,z,t)/x+y+z+t=0, 2x-y+2z-1t=0, 4x+y+4z+t=0}
T={(x,y,z,t)/x=a+b+2c, y=b+c, z=-a+b, t=3b+3c}

Obtengauna basey ladimensiéndeS, T,S+T y SN T.

25) Dados |os subespacios vectoriales de R*:

S=L1{(1,0,2-1),(0,-1,2,0),(2,-1,6,-2)} y T=L{(1,-1,4,-1),(1,0,0,1), (-1, -2, 2, 1)}. Demuestre
quedim(S+T)=3 y dm(SnT)=2

26) Paracada a R seconsidera el subespacio vectoria
V@=1{(12a11),(1,a1-a0),(0122),(1,1+a1+a?2)}
a) HalleunabasedeV(a).
b) Estudies el vector (1,1+a,1+2a a+3) € V(a) paraagin aeR.
c) Obtengalasdimensiones de los subespaciosV(0) + V(1) y V(0) nV(1).
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Suma dir ecta de subespacios

26) En % se consideran |os subespacios:

U={(xy,2) e R®¥/x=2},V={(0,0,¢)/ceR}y W={(x,y,2) € R®/x+y+z=0}. Pruebe que: a)
R3=U+V,b)R¥=V +W, c) R*=U +W ¢En qué casos |lasuma es directa?

27) Se consideran |os subespacios vectoriales de R* :
S=L{(1,0,1),(1,1,-1),(2,1,0} y T=L{(1,0,1), (0,0, 1), (3,0, -1)}.
Halle un subespacio U ta que R*=S® U y lasuma T + U no seadirecta.

28) Estudie si la suma de los subespacios vectoriales

S =L{(1,0,1,0),(21,0,2,(0,-1,2, -2} vy S,=L{(1 1,1, 0), (-1, -1, 1, -2)} de R* esdirecta. Halle
una base del subespacio suma.

29) Sean los subespacios vectoridlesde R* :
VvV =1{(10,0,2), (1,1,1,0), (0,2,-1,3), (20,30) } y W =L{(1,03,-1), (1,4,1,-1), (0,2,-1,0) }. Demuestre que
W c V vy halle un subespacio suplementario de W en V.

a
30) Halle una base del subespacio vectorial F:{( 5 'g

Amplie labase obtenida hasta formar una base de M,,»(‘R). Halle a continuacion un subespacio suplementario de F.

j . (Z,ﬂ € ER} de MZXz(iR).
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